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Abstrak

Relasi Rekurensi merupakan salah satu masalah da¥éatematika
Diskrit. Sebuah relasi rekurensi mendefinisikanusk&-n dari sebuah barisan
secara tak langsung; untuk menghitung@ertama-tama harus dihitung,aa,
as..., a1 Untuk mendapatkan suatu persamaan yang unik, raaitu relasi
rekurensi harus ditentukan oleh suatu kondisi aweattentu. Salah satu
permasalahan yang melibatkan relasi rekurensi aldafaasalah Tower of
Hanoi. Relasi rekurensi juga akan membahas perngi@esumum yang
melibatkan persamaan linier homogen dengan koefisk®nstan yang
melibatkan persamaan karakteristik dengan 2 akaituy(1) r;, r. dua bilangan
riil yang berbeda. (2) 1, r, dua bilangan kompleks. (3),r, dua bilangan riil
yang sama.

Kata Kunci: Relasi Rekurensi, Menara Hanoi, Persamaan Liniend{gen

Pendahuluan lipat dalam setiap 4 jam. Jika bakteri
Dalam matematika diskrit pada awal penelitian berjumlan
yang melibatkan masalah perhitungabakteri, maka berapa jumlah bakteri
(Counting Problerp telah dikenalkan pada saat jam? Jika permasalahan
penyelesaian dengan menggunakaersebut diselesaikan dengan meng-
Prinsip penjumlahan dan perkaliangunakan teknik penyelesaian di atas
Permutasi, atau Kombinasi. Salah sat{Prinsip penjumlahan dan perkalian,
Counting Problemdisajikan sebagai Permutasi, atau Kombinasi), maka
berikut. Seorang ilmuwan di dalampermasalahan tersebut tidak dapat
laboratorium  melakukan  sebuahdiselesaikan. Teknik penyelesaian
eksperimen mengenai pertumbuhagang dapat digunakan adal&ninsip
suatu bakteri. Dalam suatu koloniRelasi Rekurensi
bakteri dapat berkembang dua Kali
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Definisil Langkah pertama adalah mencari
Sebuah relasi rekurensi untuk barisarasio common ratig. Dari
a, &, a, ...,ap1. Adalah suatu permasalahan di atas dengan mudah
persamaan yang menghubungkan akan diperoleh 3 sebagai rasio.
dengan suku-suku sebelumnya. Sehingga akan didapatkan relasi
Suatu deretan disebut sebagaekurensia,+; = 3, dengan n > O.
jawaban dari relasi rekurensi jikaTetapi relasi rekurensi tersebut
suku-sukunya  memenuhi relastidaklah mendefinisikan suatu deret
rekurensi. Dengan kata lain, relasgeometri yang unik (tunggal).
rekurensi mirip dengan deretan yan@imisalkan saja 7, 21, 63, 189, ... juga
didefinisikan secara rekursif, tetapiakan menunjukkan relasi tersebut.
tanpa menyebutkan nilai (kondisi)Oleh karena itu harus ditentukan suatu
awalnya. Maka, relasi rekurensi bisdentuk tertentu sehingga relasi
(dan biasanya) memiliki jawabantersebut mengacu/ menunjuk pada
ganda fnultiple solution. Jika kondisi deret yang unik. Oleh karena itu
awal dan relasi rekurensi disebutkapembatasan yang dapat dilakukan
dua-duanya, maka deretan dapadalah sebagai berikug,.; = 3,
ditentukan secara unik (tunggal)dengan n > 0 danay = 5. Dengan
Sebagai penjelasan dari paparapembatasan tersebut jelas akan
tersebut perlu diperhatikan contomununjuk suatu deret tertentu, yaitu
berikut ini. 5, 15, 45, 135, .... Selanjutnga.1 =
Misal diberikan suatu deret3, dengann >0 disebut sebagai suatu
geometri 5, 15, 45, 135, ... .relasi rekurensi karena nilai dami+1
Sebagaimana dalam deret geomettérgantung dari nilady,.
akan dapat dicari suku tertentu dari Sekarang akan dipelajari lebih
deret tersebut dengan menggunakdanjut dari deret yang telah ditentukan
rumus yang telah familiar. Tetapidi depan, yaitwa,.;= 3, dengann >0
dalam hal ini akan dicari dengandan ap = 5. Kita akan menderetkan

menggunakan relasi rekurensi.
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(iterasi) relasi rekurensi di atassehingga penyelesaian umum dari

sehingga diperoleh: relasi rekurensi di atas adalady,
a =5 =7"(2),n>0
ap =3(ag) =3(5) Contoh 2.

a =3a1=3(3a)=3F(a)=3F(5) Seseorang menginvestasikan $1.000
as =3a= 3(Fa)=3(a)=35) dengan bungan tahunan 12%. Jika A

adalah jumlah yang diperoleh pada

2 =3'(5)dengam>0 akhir athun ke-n, tentukan hubungan

Bentuk terakhir merupakan .o A dan A1

penyelesaian umum dari relasbenyelesaian

rekurensi yang telah ditentukan d'A0:1.OOO

atas. Dengan penyelesaian umum in/jx\1 = 1.000 + 12% (1.000)

= A+ 0,124
=1,12 A= 1,12 (1.000)

jika akan dicari suku ke 10, dengan
mudah akan diperoleda = 3°(5)=

295.245. As = AL+ 12% (A)
Contoh 1 =1,12 4+ 0,12 (1,12 #)
Selesaikan relasi rekurergi= 7a, -1, = 1,12 A(1 +0,12)
n>1,a>=98

=1,12 A(1,12)

=1,13 Ao = 1,17 (1.000)
Az= A+ 12% (A)

=112 Ac+ 0,17 (1,12 A)

=1,12 A¢ (1 +0,12)

=1,13 A0 (1,12)

=1,13 Ao = 1,17 (1.000)
rekurensi tersebut dideretkan teruf)an seterusnya, sehingga A 1,12

akan diperoleh (1.000) , n >0
a=Ta=7(Fa)=7a
...... dan seterusnya

Penyelesaian

Untukn=1maka a=7a
p=Tay=7
@) =7 a

daria, =98 maka 98 =48,

sehingga diperolehy = 2. Jika relasi
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Contoh 3. dilekatkan pada sebuah papan daan
Diketahui relasi rekurensi .S 2S,; disk (keping) dalam berbagai ukuran

dengan syarat awab$ 1. Selesaikan dengan lubang ditengahnya.
untuk suku ke-n! Diasumsikan bahwa jika semua disk
Penyelesaian dimasukkan ke dalam salah satu tiang
Dengan iterasi diperoleh: saja, maka disk dengan diameter lebih
S =251 kecil selalu berada di atas disk dengan
=2(2%29=2Sw2 diameter lebih besar.Permasalahannya
=2S.3 adalah, dengan berapa cara dapat

= dipindahkan n disk dari tiang pertama
=2 ke tiang lain jika harus dipindahkan
disk per disk (satu-satu) dan disk
dengan diameter lebih kecil harus

Menara Hanoi (Tower of Hanoi . .
T ) selalu berada di atas disk dengan

Menara Hanoi adalah sebuah . ]
diameter lebih besar?

puzzle yang memuat tiga tiang yang

The Towers of
Hanm, with 9
discs shown.
A bigger disc

cannot be
placed on a
smaller disc.

Gambar 1. Permasalahan Menara Hanoi
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Starting point

Step 1 —small disec
1o pole C

Step 2 — mediurm
disc 1o pole B

Step 3 — small disc
to pole B
{halfway poimt)

Step 4 — big disc
o pole C

Step 5 — small disec
to pole A

Step 6 — mediurm
dize o pole O

Step 7 — small disc
1o pole O
Finished !

- ————

Gambar 2. Langkah Penyelesaian Masalah Hanoi

Tabel 1. Tabel kerja penyelesaian

Jumlah Gerakan Gerakan Gerakan Gerakan .... Jumlah
Keping Keping 1 Keping 2 Keping 3 Keping 4 gerakan
1 1 1
2 1+1 1 3
3 1+1+1+1 1+1 1 7
4 1+1+1+1+1+1+1+1 1+1+1+1 1+1 1 15

Tabel 2. Lanjutan tabel 1

Jumlah  Gerakan Gerakan Gerakan Gerakan .... Jumlah
Keping Kepingl Keping2 Keping3 Keping4 gerakan
1 1 1
2 2 1 3
3 4 2 1 7
4 8 4 2 1 15
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Tabel 3. Lanjutan tabel 2

Jumlah  Gerakan Gerakan Gerakan Gerakan .... Jumlah
Keping Kepingl Keping2 Keping3 Keping4 gerakan
1 1=2 1
2 2=72 1=2 3
3 4=7 2=2 1=2 7
4 g="2 4=7 2=2 1= 2 15

N I o2 o3 X

untuk n keping diperoleh 2" + 22 + suatu suku di dalam deretan sebagai

2% + ..+ 4 + 2 + 1. Selanjutnyakombinasi linier dari suku-suku

dengan Prinsip Induksi Matematikasebelumnya.

dapat ditunjukkan bahwa untuk

keping banyak cara yang dipakalDeﬁniSi 2.

adalah ®— 1 Relasi rekurensi homogen derajat
dengan koefisien konstan adalah relasi

Relasi Rekurensi Linier Homogen  rekursi berbentuk a, = cian-1 + Coan-2

dengan Koefisien Konstan + ... + k. Dimanac,, ¢, ..., Ck
A. Order dari suatu relasi merupakan bilangan riil dag, # .0
rekurensi Deretan yang memenuhi relasi rekursi

Sebelumnya  telah  dibahasang  demikian dapat  ditentukan
mengenai  langkah mencari  solus§ecara unik dengan relasi rekursi dan
umum dari suatu persamaan relagi b ah kondisi awaky = Co, a; = Cy,
rekurensi. Pada umumnya, Iebih(»le =Cs, ..a1= Crs.
dipilih  rumus  eksplisit  untuk
menghitunga,, daripada melakukan Definisi 3.
iterasi. Formula tersebut bisa The order of a recurrence relation is
diperoleh dengan cara yang sistematf§e difference between the greatest
untuk satu jenis relasi rekurensi, Yaiti@nd lowest subscripts of the terms of

relasi rekurensi yang menyatakahe sequence in the equation
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Definisi 4. dengan mudah dapat ditentukan relasi
A recurrence relation of order k isrekurensi, yaitua,+1 = 4a,, dengarag
said to be linier if it is linier in g a,- = 4 dann > 0. Penyelesaian umum
1, &2 ...., &k Otherwise, the dari relasi rekurensi di atas adalah
recurrence relation is said be non-=4(3).
linier. Selanjutnya jika rasio dari deret
Contoh : yang demikian diganti dengan suatu
1. a,+1 = 5a, adalah relasi rekurensikonstanta r dan suku a; diganti
linier homogen berderajat satu  dengan konstantac, maka akan
2. a'w1 + an = n adalah relasi didapatkan penyelesaian  umum
rekurensi non-linier berderajatsebagai berikuta, = c(r"), dimana
satu. c#0dan r#0. Selanjutnya jika
3. Relasi rekursiP, = (1.05) P,.1  penyelesaian umum tersebut
adalah relasi rekurensi linierdisubstitusikan ke suatu relasi
homogen ber-derajat satu rekurensic,a, + Cp18n.1 + Cho8n2= 0
4. Relasi rekursif, = f,q1 + f,» akan didapatkan," + coir™ + chot™
adalah relasi rekurensi linier> = 0 denganc#O0dan r z0. Jika
homogen ber-derajat dua Persamaan tersebut dibagi dendsh
5. Relasia, = a,s adalah relasi akan menjadi Cir? + Chal + G = 0.
rekurensi linier homogen ber-Bentuk terakhir merupakan bentuk
derajat lima persamaan kuadrat, yang selanjutnya
akan disebut sebagai persamaan

B. Menyelesaikan relasi rekurensi karakteristik.

linier homogen
g Dalam  bentuk  persamaan

Sebelum membahas lebih IanJuI<uadrat tentu lebih familiar dan

mengenai cara menyelesaikan relasi o .
mudah diterima jika persamaan

rekurensi homogen, perhatikan contoh I .
9 P tersebut akan memiliki 2 akar, misal

sederhana berikut. Jika dlberlkar}1 danr,. Selanjutnya kedua akar ini

suatu deret 4, 12, 36, 108, ..... Maka
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akan memenuhi kondisi sebagai
berikut: (1) r1, r, dua bilangan riil
yang berbeda. (2), r> dua bilangan
kompleks. (3)ry, r> dua bilangan riil
yang sama. Untuk semua kondisi
tersebut selanjutnya; dan r, akan
disebut akar-akar karakteristik.
1. r;, rp dua bilangan riil yang
berbeda.
Misalkan k; dan k, adalah suatu
bilangan riil. Jika
r?—k,r —k, =0 mempunyai dua
akar berbedar; dan r; maka
deretan &,} adalah jawaban dari
relasi rekurensi
a,=ma,_,+ma _, jika dan
hanya jikaa, =c,r," +c,r, untuk
n=0,1, 2, 3, ... dimama danc,
adalah suatu konstanta.
Contoh 4
Tentukan jawaban dari relasi
rekurensi a,=a,, +2a,_,
dengana, = 2dana, =77
Penyelesaian
Persamaan karakteristik dari relasi
rekurensi tersebut adalah

r,-r—2=0. Dengan akar-akar

r=2dan r =-1. Maka, deretan
{a,} adalah jawaban dari relasi

rekurensi jika dan hanya jika
a, =c,2" +c,(-1)". Dengan
persamaan a, =c,2" +c,(-1)"

dan syarat awal a, = 2 dan

a, =7, diperoleh:
8, =2=C +C,
a=7=2c —¢,

Dengan eliminasi didapatkan
¢,=3 dan c¢ =-1. Jadi
penyelesaian umum dari dari
relasi rekurensi di atas adalah
a, =302"-(-1)".

Contoh 5.

Berikan rumus eksplisit bilangan
fibonacci!

Penyelesaian

Bilangan Fibonacci memenuhi
relasi rekurensi f. =f  +f
dengan starat awalf, = @an
f, =1.

Persamaan karakteristiknya adalah
r’-r-1=0 dengan akar-akar

r :1+J§ r :1—\/5

o2 722
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Sehingga deret Fibonacci

diberikan oleh:

o ]

" 2 2

Dengan syarat awalf, = Q@lan
f, =1, diperoleh:

f,=0=c, +c,

el

2 2

Solusi unik (tunggal) dari sistem

persamaan ini adalad) =1 dan

J5
1
J5
Akhirnya  didapatkan  rumus
eksplisit dari Deret Fibonacci

adalah
f ZL(MEJ” i(ﬂ)
" J5 2 Jsl 2

. r;, rp dua bilangan riil yang

sama.
Misalkan k; dan k, adalah suatu
bilangan riil dimanak, # 0. Jika
r’-k;r -k, =0 hanya mempu-
nyai satu akarr, maka deretan

{a,} adalah jawaban dari relasi

rekurensi a,=ma,_, +ma_,

jika dan hanya jika
a, =c,r" +c,nr" untuk n = 0, 1,
2, 3, .... dimana; danc, adalah

suatu konstanta.

Contoh 6
Tentukan jawaban dari relasi
rekurensi a, =6a,, -9,

dengana, = ldana, =6.
Penyelesaian

Dari relasi rekurensi
a, =6a,, -9a,_, akan diperoleh
persamaan karakteristik
r>-6r +9=0dengan akar = 3.
Maka,

relurensi ini

jawaban dari relasi
adalah
a, =¢3" +¢,n3".

Dengan syarat awal diketahui,

akan  didapat a, =1=c,dan

a, =6=23Ic, +3lc,

Pemecahan kedua persamaan di
atas menghasilkanc, =1 dan

c, =1

Sehingga penyelesaian umum dari

permasalahan di atas adalah

a, =3"+n3"
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3.

10

r1, rodua bilangan kompleks
Misalkan k; dan k, adalah suatu
Jika

bilangan riil.

r’-k;r-k,=0 mempunyai
akar-akar r; dan

r,r,uK

r, dengan

, maka deretan af}
dari relasi

adalah  jawaban

rekurensi a,=ma,, +m,a,,

jika dan hanya jika
a, =C,f" +c,r, untuk n =0, 1, 2,
3, ...

suatu konstanta.

dimanac; dan c, adalah

Sebelum membicarakan jika
akar-akarnya kompleks, kita akan
mengulang kembali Theorema De
Moivre dimana (cos +i sina)" =
cos () + i sin (), n > 0. Jika
z=x+iy 0K, dapat dituliskare

= r(cos a + i sin a) dimana

r=4x*+y? dan tano = y/x.

Maka Theorema De Moivi2 =r"
(cos () +i sin (), n>0
Contoh 7

Tentukan(1+ V3 )10

Penyelesaian

=12+ (3] =va=2

Sehingga (1+ 3i)10: 2% (cos
(10r/3) +i sin (10v/3))

Contoh 8

rekurensi

Selesaikan relasi

a, = 2(an_l - an_z), n=2a,=1

a =2

Penyelesaiar, = c(r"), dimana
cz0dan r#0. Persamaan
karakteristik dari relasi rekursi di
r’-2r+2=0,

atas adalah

dengan akar-akar  1zi.

Konsekuensinya, penyelesaian

umumnya adalah:
a =c(1+i)" +c,(1-i)".
Dimana c; dan c, sebagai suatu

konstanta bilangan kompleks.
(1+i) =2 (cos@4) +i sin @/4))
(1-1) =/2 (cos(a/4)+i sin (w/4))
= /2 (cos@/4) -i sin (@/4))
=c, (ﬁ)" (cosm/4) +i sin (n/4))
+c, \/E)n (cosfm/4)-i sin (m/4))

=(V2) [kicostm/ay+, sin (/4]
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Dimanak; = ¢; + ¢, dan Contoh 9.
ko = (C1 - C)i Tentukan penyelesaian dari relasi
8 = 1= [k cos (0) +; sin (0)] rekurensi a, =6a,, -11a _, +6a,_,
=k,
g =2 =~/2 [k cos @/4) +
ko sin @/4)]
=1 +ky

Sehingga didapatkaa = 1 dan selanjutnya membagi masing-

Didapatkan penyeleesaian umum . -
P peny masing suku denganr™® akan

dari relasi rekurensi di atas adalar(]jiperoleh Persamaan karakteristii
a, :Cl(\/i)n[ cos (m/4) + sin _ &2 + 17 — 6 = 0. Selanjutnya

(nm/4)], n > 0. diperoleh akar-akar karakteristik 1,

dengan syarat awal =2a = 5
a, =15
Penyelesaian

Dengan mensubstitusikaa, = c(r")

Secara umum relasi rekurensi =2, danr = 3.
linier homogen dengan koefisienSehingga bentuk umum penyele-
konstan dapat diselesaikan sebagaaiannya adalah:
berikut: a =a,0"+a,2"+a,3".

Jika diberikan ¢ ¢, ..., & suatu Nilai konstanta a,,a,,a, diperoleh

bilangan riil, dengan persamaan _ .
dengan cara sebagai berikut:
karakteristik
aQ,=2=a,+a, +a,

r-c,r*-...—c, = 0memiliki

a,=5=aq,+a,2+a,[3
k buah akar-akar yang berbeda.
Maka barisan amemiliki penye- & =15=a,+a, (A+a,[®

lesaian umum: Dengan menggunakan sedikit

manipulasi aljabar akan didapatkan:
a, =a,n +a,r,) +..+a.r’ P J P

a, =la,=-1la,=2.
untuk n = 12, 3, .. dan ‘! La, =-1a

a,,a,,...a, suatu konstanta.
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Didapat Penyelesaian Umum darpenyelesaiannya adalah:

relasi rekurensi di atas adalah:p =(A + An+An?)3"

a, =1-2"+2[3". Nilai konstanta A,, A;, dan A
Perhatikan berikut ini diperoleh dengan cara sebagai berikut:

Jika diberikan  suatu relasi A =2=A
rekurensi
c.a,+ca+.+c a_, =0, A=6=(A+A+A)3

C,,C,1,--Cr 70, dengan akar A =66=(A +A R+ A [P2)3
karakteristikr sebanyakn, _( LoA 44 )9
2 < m < k, maka penyelesaian A+ 2A +AA

umumnya adalah: , Dengan  menggunakan  sedikit
— n + n + n +

A=A AN AN manipulasi aljabar akan didapatkan :

+ Aﬂ nm—lrn
-1 — —_ —

atau Ao =2, A; = -3, danA; = 3.

A = (A, +An+An>+... Jadi, Penyelesaian Umum dari Relasi
+A_n™Hr" Rekurensi di atas adalah

= (2-3n+3n?)3"
Contoh 10 A= )

: Contoh 11
Tentukan penyelesaian umum darr——

Relasi Rekurensi Diasumsikan pertumbuhan kijang di

A =9A —27TA,, +2TA 4
DenganA, =2, A =6,A, = 66

sebuah taman nasional adalah 1.000
ekor pada waktun = 0 dan

pertumbuhan populasi dari wakiul

Penyelesaian ke waktun adalah 10% dari jumlah

Dengan mensubstitusikaa, = c(r") populasi pada waktm-1. Tentukan

dan selanjutnya membagi Masingie|asj rekurensi sesuai dengan paparan
masing suku denganr™ akan | .-dici di atas
diperoleh Persamaan karakteristik

— a% + 2% — 27 = 0. Selanjutnya

Penyelesaian
Dimisalkan d, sebagai petumbuhan

diperoleh  akar-akar karakteristikkij‘,ing pada waktu ken. Sehingga
r = 3 sehingga bentuk UMUMgigapatkan
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do=1.000 homogen dengan koefisien konstan
Petumbuhan populasi dari waktuke akan melibatkan bentuk persamaan

1 ke waktu ken dimisalkand, — dn.;.  kuadrat, yang selanjutnya akan

Karena pertumbuhannya adalah 10%isebut sebagai persamaan

dari populasi waktu ka-1, maka karakteristik dengan 2 akar, yaitu (1)
Oh —dna = 10%d-1 ri, r dua bilangan riil yang berbeda.
dn = 1,4, (2) r1, ro dua bilangan kompleks. (3)

dengan iterasi didapatkan ri, rp dua bilangan riill yang sama,

selanjutnyar; dan r, akan disebut
tr= 1,20h1= 1,1 (1,10h2) = 1,¥ dno

=..=1,1dy =1,1" (1.000)

akar-akar karakteristik.
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