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Abstrak

Ruang Hilbert atas lapangan bilangan kompleks (C) dapat dibangun dari

st uang imer product (ner procct space). Ruang Hiler merupakan
ruang inner prodct yang lengkap yaitu ruang inner product yang setiap
barisan Cachynya_konvergen. Pada ruang H:lben dapat d:dz/'nmkan

ruang Hilbert akan terdapat dengnn tunggal operator adjoint dari Ho ym
T* yang juga merupakan operator linear terbatas.

Kata kunci : ruang inner product, ruang Hilbert, operator linear terbatas,
operator adjoint
PENDAHULUAN Iapangan bilangan real dan Ruang

Pads swudi mengensi dasar-  Hilbert atas lapangan bilangan
dasr amalisis fungsional dan  kompleks terletak pada sifat inner
amafisis sbsirak telah dipelajari  product seagai pembentuk dari
tentang Ruang Hilbert (Hilbert  Ruang Hilbert karena bilangan real
Space) atas lapangan bilangan real.  mempunyai  konjugat  berupa
Pada tulisan ini skan dibahas bilangan real itu sendiri sedangkan
mengenai Ruang Hilbert atass  pada  bilngan  kompleks
lapangan bilangan kompleks dan  komjugatnya  berbeda  dengan
operator linear terbatasnya yaitu  bilangan kompleks semula

mengenai konsep dan teori umum
RUANG INNER PRODUCT
darioperstor linear terbatas. vt PR O TR

Perbedaan Ruang Hilbert  atas
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Bilangan Kompleks
merupakan  bilangan  yang.
bebentuk  z = x + iy dengan
.y €R dan i =-1. Dalam hal ini
x dinamakan bagian real dan y
dinamakan  bagian  imajiner.
Himpunan  semua bilangan

Kompleks ditulis dengan C. Pada
system bilangan kompleks , operasi
penjumishan  dan  perkalian
berturut-turut  didefinisikan

(tx)+ily+3)  dan
(k= )+ il +x20)
dengan Z=x iy dan

743,

L=x+,.
Himpunan tak kosong H yang
dilengkapi dengan operasi biner +
dan . disebut ruang vector atas
lapangan bilangan kompleks C jika
‘memenuhi sifat:
1. Terhadap operasi penjumlahan
a kommutatif yaitu untuk
setisp  xyeH berlaku

xty=y+x

assosiatif yaitu untuk setiap
xyzeH ek

X+ D) =(c+y) +z

c. ada clemen newal OcH
schingga untuk setiap xeH
berlaku x40 = 0+x =x

terdapat
berlaku xH-x)= () +x = 0
untuk setiap xeH, -x disebut

-

xeH  schingga

invers xeH
2. Untuk setiap xy<H dan o,8eC
berlake:

[ ——

b. (a+B)x=ax+py

o @Hx=a@y

d lx=x

Untuk suatu H ruang vector

atas bilangan kompleks C, fungsi
( . ) :HxH-C discbut inner
product jika memenuhi syarat-
syarat sebagai berikut :
1. (x%) > 0 untuk setiap xeH dan
(xx) = 0 jika dan hanya jika
x =0 (nol vector)
(o 4oy ) =0,y vonyy)

untuk setiap a,,a, €C dan xi,

x2,yeH
(ey)=Tx)  untk  setiap
xyeH.
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Definisi 2.1. (Paul A. Fuhrmann,
1981)
Ruang vector H yang dilengkapi
dengan suatu inner product disebut
ruang inner product (inner product
space)

RUANG HILBERT (HILBERT
SPACE)

H himpunan tak kosong,
fungsi p: HXH->C disebut metrik
jika  memenuhi  syarat-syarat
sebagai berikut:

Pxy) 20 dan plxy) = Ojika
dan hanya jika x =y untuk

setiap x.yeH
P(xy) = plyx) untuk setiap
xyeH

P(%Y) < plx2) + ply2) untuk
setiap x.y.zeH

Definisi 3.1. (Erwin Kreyzig,
1978)

Barisan {x, } dalam ruang metrik
H dikatakan konvergen ke x €H.

Jjika untuk setiap bilangan & >0

terdapat bilangan asli n, sehingga

untuk n 2n, berlaku plx,,x)< e
dengan p(x,,x) merupakan metrik.
Definisi 3.2. (Erwin Kreyzig,

Barisan {x,} disebut barisan
Cauchy jika untuk setiap bilangan
£>0 terdapat bilangan asli n,
sehingga untuk mn 2 n, berlaku
Plxarxm)<e

Dari pengertian ruang inner
product, barisan  Cauchy  dan
Kekonvergenan dapat diturunkan
‘pengertian Ruang Hilbert.

Definisi 3.3. (Paul A. Fuhrmann,
1981):

Ruang Hilbert adalah ruang inner
product  yang  setiap  barisan
Cauchynya konvergen.
OPERATOR LINEAR

TERBATAS PADA RUANG
HILBERT

aul A. Fuhrmann,

Operator linear 4: X Y
dengan X dan Y masing-masing
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ruang  Hilbert adalah ~operator el

dengan sifat: ]
L Al +x;)= Alg)+ Alx,) sl
g -

2. Alax,)=aA(x,) untuk setiap c. Untuk Ty dan T operator linear

untuk setiap x,,%, € X

56X i diee berlak sifat
Didefinisikan fungsi e, |_,..§Ml

H:(T:H, > H,)»>C  dengan

— s+ T

MM

L]
3]

Fl-spf] ke T

o

‘operator lincar.

k. <onfilomliy

[l merupakan norma T £ Fnl Il
Bukii : diperoleh [T, + T < [T+ .|
2 Kareaa [7] 2 0 dan |20 Daria, b, c maka [7] merupakan
] norma T.
‘maka |T] = sup®=*20
n-og [Z] Definisi 4.3. ( Paul A. Fuhrmann,

1981)

M-0eMospg-0emeo
K Diketahui Hy dan H; merupakan

untuk setiap x, schingga T =0
"’K )‘;w ruang  Hilbert. Operator linear

) .
b ot =sup uIXI untuksetiap  T:H,>H, disebu operator

o, i linear terbatas jika norma T yang

)] didefinisikan :
k-2 - e
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Pada pembahasan selanjutnya,

unan operator linear terbatas
dari Hy ke H; bisa ditulis dengan
B(HyH;) dan  khusus  untuk
himpunan operator linear terbatas
dari H ke H ditulis dengan B(H,H).
Diketahui Hy dan Hy ruang
Hilbert dan b HH, »C
sesquilinear yaitu
e + fi, ) = ah{z, )+ Pl )
dan b terbates maka terdapat
dengan  tunggal  TeB(H}Hy)
sehingga h (xy) = (Txy) dan

=K.

OPERATOR ADJOINT
Definisi 5.1. (Paul A. Fuhrmann,
1981):
Diketahui suatu  operator  Te
B(H,Hy) maka T*e B(HpH))
disebut operator adjoint operator T
Jika untuk setiap x<Hy dan yeH;
berlaku (Tx., ) = (x, T%).

Untuk setiap operator linear
terbatas selalu mempunyai operator
adjoint

dan operator  adjoint

tersebut selalu tunggal. Hal ini akan
ditunjukkan pada sifat berikut

Sifat 52. ( Paul A. Fubrmann,
1981):

Diketahui T operator
terbatas, maka akan terdapat
dengan tunggal T* yang merupakan
operator linear terbatas - dengan
=
Bukti
Didefinisikan

linear

Hy, »C
dengan b (yx) = (v,Tx) untuk
setiap x < H, dan y e H,.

Operator T:H, —H, merupakan
operator terbatas.  Akan
dinnjukkan b (vx) = (Tx)
sesquilinear yaitu

h(ym + fiy) = ah(y, %)+ B3nx)
dan terbatas.

Karena T linear maka

linear

untuk  seiap  x,x,eH, dan

@, & C berlaku :

e + )= (T (a + fi))
=(.alx, + ATx,)
=(.al)+(,pTx,)
~an %)+ By, 1)
= h(y,5)+ Bx,)-
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e Ps<irl can Wzl maka
By + i) = ahlyx) ¢ BOvm) <.

‘maka h sesquilinear.

Dengan pertidaksamaan Schwartz  Akan ditunjukkan |74 = [7].
bahwa sctiap x,yeH berlaku H(yx) = (T*yx) dengan
Jx.») <l diperoleh : T*: Hy > H,

.7 = (.7

<b< b

Wkl on =2
R = )
Dari  pertidaksamaan  Schwartz
< [l || sehingga terbukti giperoteh
i [y ={r*sex| <l <D
Karena h: H,xH, - C sesquilinear  sehingga
dan terbatas maka terdapat dengan [Ty, (2]
tnggal  Se B(HpH)) dengn DY Slﬁaﬂ 1] aal
Byx) = (Sx). diperoleh Ji| |74
Karena h (%) = (Tx) maks  Karena |27 dan | <|r4
By:x) = (Sx,x) atau (Txy) = (x,Sy) o
‘sehingga diperoleh S = T*. Jadi T* didapat W =17
merupalan operator linear terbatas,  Karena [ =[] dan | =Ir]
e maka [T = 7]
= up 0B, o BBy jai terbuli terdapat dengan
"_ ,f',,";ma,_‘,‘lpﬁ 5 tunggal operator linear terbatas T*
diperoleh |27 Karena —ibT
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Definisi 53. (Paul A Fuhrmann,
1981):

TeB(H) disebut operator adjoint
dari dirinya sendiri (self adjoint)
JikaT*=T.

PENUTUP

Berdasarkan  uraian  diatas
diperoleh bahwa Ruang Hilbert
adalah ruang inner product yang
lengkap yaitu ruang inner product
yang setiap barisan Cauchynya
konvergen. Pada ruang Hilbert
dapat didefinisikan suatu operator
linear T dengan daerah asalnya
merupakan ruang  Hilbert dan
daerah hasilnya juga merupakan
ruang Hilbert. Operator linear T
disebut operator linear terbatas jika
‘norma yang didefinisikan
|r|=i-:g%l berhingga. Untuk
suatu operator linear terbatas T dari
H; ke H; akan terdapat dengan
tunggal operator T* dari H; ke H;
yang merupakan operator adjoint
operator T dengan [7] = [74.
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