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Abstrack: Einstein's Effective Low Energy Effective Fields in the Brane World 

Model with Bulk Scalar Fields. This research is an analytical study to obtain an 

effective Einstein field equation on the brane. The model used in this study is the 

braneworld model with the addition of scalar field  in the bulk and brane with 4 + n 

dimensions. The brane Einstein field equation is obtained through the gradient 

expansion method or the low-energy limit approach. The Einstein field equation 

obtained by modifing the Einstein field equation in general relativity theory with an 

additional term Xν
μ
 which is expected to behave as dark energy. 
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Abstrak: Persamaan Medan Einstein Efektif Energi Rendah pada Model Dunia Brane 

dengan Medan Skalar Bulk. Penelitian ini adalah studi analitik untuk memperoleh 

persamaan medan Einstein efektif pada brane. Model yang digunakan dalam studi ini 

adalah model dunia brane dengan tambahan suku medan skalar pada bulk dan brane 

berdimensi 𝟒 + 𝐧. Persamaan medan Einstein brane diperoleh melalui pendekatan 

ekspansi gradient atau pendekatan limit energi rendah. Persamaan medan Einstein 

yang diperoleh memodifikasi persamaan medan Einstein dalam teori relativitas 

umum dengan suku tambahan 𝐗𝛎
𝛍
 yang diharapkan berprilaku sebagai energi gelap. 

Kata kunci: dunia brane, persamaan medan Einstein, energi gelap, ekspansi gradien 

Dari hasil observasi Supernova Tipe Ia 

(SN Ia) yang dikumpulkan oleh Supernova 

Cosmolgy Project Team pada tahun 1998 

menunjukkan bahwa alam semesta mengembang 

dipercepat (Riessdkk.,1998). Dalam persamaan 

gravitasi Einstein alam semesta yang 

mengembang dipercepat hanya mungkin terjadi 

jika alam semesta didominasi oleh suatu energi 

yang memiliki tekanan negatif, sebuah energi 

yang belum diketahui manusia. Energi yang tidak 

diketahui ini kemudian dinamakan sebagai Energi 

gelap (Dark Energi). Keberadaan energi gelap 

kemudian semakin diperkuat oleh  data satelit 

Wilkinson Microwave Anistropy Probe (WMAP) 

pada 2011, yang menunjukkan bahwa komposisi 

alam semesta terdiri dari (72,8±0,5)% energi 

gelap (dark energi), (22,±1,4)% materi gelap 

(dark matter), dan (4,56±0,6)% baryon (Jarosik 

dkk., 2011). 

Untuk memahami energi gelap ini 

dikembangkan beberapa model. Salah satu model 

yang merepresentasikan dari modifikasi gravitasi 

adalah model braneworld. Model braneworld 

pertama kali diperkenalkan oleh Arkani-Hamed, 

dkk., pada tahun 1998, model ini dinamakan 

dengan model ADD (Arkani-Hamed Dimopoulus-

Dvali) (Arkani-Hamed dkk., 1998). Model 

braneworld ini bertujuan untuk menjelaskan 

permasalahan hirarki dalam fisika partikel. Dalam 

model ini diperkenalkan dimensi ekstra dengan 

ukuran besar secara makroskopik dengan asumsi 

bahwa skala elektrolemah adalah skala 

fundamental dan massa Plank memiliki orde yang 

sama dengan skala ini. Tahun 1999 Randall dan 

Sundrum memperkenalkan dua buah model 

braneworld yang dinamakan Randall-Sundrum I 

(RS I) dan Randall-Sundrum II (RS II). Pada RS 

I, model braneworld ini terdiri dari dua buah 

brane yang masing-masing memiliki tegangan 

brane positif dan negatif yang diembed ke dalam 
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bulk anti de sitter (AdS) 5-dimensi. Dalam model 

ini semua medan materi terlokalisasi pada brane 

yang terletak pada titik-titik tetap. Pada RS II 

diperkenalkan model braneworld dengan satu 

buah brane bertegangan positif. Model ini dapat 

diperoleh dari model RS I dengan mengirim 

brane yang belllrtengan negatif ke titik tak 

hingga. (Randal dan Sundrum 1998; Randal dan 

Sundrum 1999). 

Untuk memperoleh persamaan Einstein 

efektif pada brane ada dua pendekatan yang 

dilakukan yaitu melalui perumusan secara 

kurvatur kovarian dan metode ekspansi gradien. 

Pada tahun 2010 Shiromizu, dkk., melalui 

perumusan secara kurvatur kovarian diperoleh 

persamaan Einstein efektif pada brane. 

Persamaan Einstein efektif ini diperoleh dengan 

memproyeksikan medan-medan pada bulk 5-

dimensi ke medan brane 4-dimensi melalui 

persamaan Gauss-Codazzi. Persamaan medan 

pada brane ini memodifikasi persamaan Einstein 

dalam relativitas umum dengan dua suku 

tambahan yaitu suku kuadratik tensor energi-

momentum dan suku non-lokal dari proyeksi 

tensor Weyl 5-dimensi. Dengan adanya kontribusi 

medan bulk pada persamaan medan brane 

mengakibatkan persamaan medan pada brane 

menjadi tidak tertutup. Untuk membuat 

persamaan medan brane menjadi tertutup maka 

kita terlebih dahulu menyelesaikan persamaan 

medan Eisntein pada bulk dan ini sulit untuk 

dilakukan (Shiromizu,dkk.,2010, Arianto 2011, 

Irsan 2019). Pada tahun 2002 Kanno dan Soda 

mengusulkan metode untuk memperoleh 

persamaan Einstein efektif pada brane dengan 

melakukan ekspansi gradien (gradient expansion 

method). Model ini menerapkan ekspansi 

perturbatif sebuah metrik dan mendefinisikan 

limit energi rendah sebagai limit dimana rapat 

energi materi pada brane lebih kecil dari tegangan 

brane. Kemudian persamaan medan 5-dimensi 

diselesaikan pada beberapa orde parameter 

perturbasi. Pada metode ini diperoleh persamaan 

medan Einstein pada brane yang tertutup karena 

suku tensor Weyl dapat dihilangkan secara 

langsung (Kanno dan Soda 2002). 

METODE 

Metode yang digunakan dalam penelitian 

ini adalah studi analitik untuk memperoleh 

persamaan medan Einstein efektif pada model 

dunia brane dengan medan skalar pada bulk. 

Persamaan medan Einstein efektif diperoleh 

dengan menerapkan metode ekspansi gradient 

(gradient expansion method). Pendekatan ini 

menerapkan ekspansi metrik dan mendefenisikan 

limit energi rendah yaitu limit dimana rapat 

energi materi pada brane lebih kecil dari 

tegangan brane. 

Model Dunia Brane dengan Medan Skalar 

pada Bulk  

Model dunia brane yang digunakan 

dalam studi ini adalah model dunia brane dengan 

dimensi brane 4 + 𝑛 dimensi dan pada bulk 

terdapat suku medan skalar, yang dapat dituliskan 

dalam bentuk: 

𝑆 = ∫ 𝑑4+𝑛𝑥√−𝑔 [
1

2𝜅2 𝑅 −
1

2
𝑔𝑎𝑏∇𝑎𝜙∇𝑏𝜙 −

𝑈(𝜙)] + ∫ 𝑑5+𝑛𝑦√−ℎ[−𝜎(𝜙) + 𝐿𝑚]
𝑦=0

 (1) 

dimana 𝑔 dan ℎ masing-masing metrik 

pada brane dan bulk. 𝑅 adalah skalar Ricci, 𝜙 

adalah medan skalar,𝑈 adalah potensial skalar, 𝜎 

adalah tegangan brane dan 𝐿𝑚 adalah lagrangian 

materi pada brane. Brane diletakkan pada pada 

koordinat 𝑦 = 0 bulk.  

Sistem koordinat yang dipilih dalam 

penelitian ini yaitu 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑦2 + 𝑔𝜇𝜈(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝜇𝑑𝑦𝜈               (2) 

dan betuk potensial skalar dan tegangan 

brane 

𝑈(𝜙) = −
(4+𝑛)(3+𝑛)

𝜅2𝑙2 + 𝑉(𝜙)                    (3) 

𝜎(𝜙) = 𝜎0 + 𝜎̃(𝜙)                                     (4) 

Metode Ekspansi Gradien 

Metode ekspansi gradien adalah sebuah 

pendekatan energi rendah dengan mendefenisikan 

rapat energi brane (𝜌) lebih kecil dibanding 

tegangan brane (𝜎), 𝜌 ≪ 𝜎. Dimana parameter 

dapat dituliskan 

𝜖 = (
𝑙

𝐿
)

2
                                                 (5) 

dimana 𝑙 adalah kurvatur skalar bulk dan 

𝐿 kurvatur skala pada brane. 

Kurvatur ekstrinsik dapat dibongkar 

menjadi bagian traceless dan tracepart menjadi 

𝐾𝜇𝜈 = −
1

2
𝑔𝜇𝜈 ,𝑦 = Σ𝜇𝜈 +

1

4+𝑛
𝑔𝜇𝜈𝑄       (6) 

dimana Σ𝜇𝜈 dan 𝑄 masing masing bagian 

traceless dan tracepart dari kurvatur ekstrinsik. 

 

HASIL DAN DISKUSI 

 

Variasi persamaan (1) terhadap diperoleh 

persamaan medan Einstein 5+n dimensi 

𝒢 = 𝜅2𝑇𝑎𝑏 + 𝜅2𝛿𝑎
𝜇

𝛿𝑏
𝜈(−𝜎𝑔𝜇𝜈 + 𝑡𝜇𝜈)𝛿(𝑦)     (7) 
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dimana 

𝑇𝑎𝑏 = ∇𝑎𝜙∇𝑏𝜙 − 𝑔𝑎𝑏(
1

2
𝑔𝑐𝑑∇𝑐ϕ∇d𝜙 − 𝑈(𝜙)                                                 

(8) 

Dengan menggunakan persamaan (6) dan 

persamaan (7) diperoleh 
3+𝑛

4+𝑛
𝑄2 − Σ𝛽

𝛼Σ𝛼
𝛽

= 𝑅 − 𝜅2∇𝛼𝜙∇𝛼𝜙 𝜅2(𝜕𝑦𝜙)
2

+

2𝜅2𝑈(𝜙)                                                                  (9) 

∇𝛼Σ𝜇
𝛼 −

3+𝑛

4+𝑛
∇𝜇𝑄 = −𝜅2𝜕𝑦𝜙∇𝜇𝜙              (10) 

Σ𝜈
𝜇

,𝑦− 𝑄Σ𝜈
𝜇

= −[𝑅𝜈
𝜇

− 𝜅2∇𝜇𝜙∇𝜈𝜙]
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠𝑠

 (11) 

 

Solusi pada Orde 0 

Pada orde 0 materi diabaikan atau brane 

vakum. Solusi untuk orde yang lebih tinggi berarti 

melakukan perturbasi pada solusi vakum dengan 

menambahkan materi pada brane. Pada orde 0 

persamaan (9)-(11) menjadi 

𝟑+𝒏

𝟒+𝒏
𝑸

(𝟎) 𝟐 + 𝚺𝜷
𝛂(𝟎)

𝚺𝜶
𝛃(𝟎)

=
(𝟒+𝒏)(𝟑+𝒏)

𝒍𝟐      (12) 

𝛁𝜶 𝚺𝝁
𝛂(𝟎)

−
𝟑+𝒏

𝟒+𝒏
𝛁𝝁 𝑸

(𝟎)
= 𝟎                     (13) 

𝚺𝝂,𝒚
𝝁(𝟎)

− 𝑸
(𝟎)

𝚺𝝂
𝝁(𝟎)

= 𝟎                       (14) 

Dari defenisi kurvatur ekstrinsik diperoleh 

metric orde ke nol 

𝒈𝝁𝝂
(𝟎) (𝒚, 𝒙𝝁) = 𝒃𝟐(𝒚)𝒉𝝁𝝂(𝒙𝝁) 

𝒃(𝒚) = 𝒆𝒚/𝒍                                   (15) 

ekspansi metrik dan medan skalar dituliskan 

𝒈𝝁𝝂(𝒚, 𝒙𝝁) = 𝒃𝟐(𝒚) [𝒉𝝁𝝂(𝒙𝝁) 𝒈𝝁𝝂
(𝟏) (𝒚, 𝒙𝝁) +

𝒈𝝁𝝂
(𝟐) (𝒚, 𝒙𝝁) + ⋯ ]                                          (16) 

𝝓(𝒚, 𝒙𝝁) = 𝜼(𝒙𝝁) + 𝝓
(𝟏) (𝒚, 𝒙𝝁) +

𝝓
(𝟐) (𝒚, 𝒙𝝁) + ⋯                                               (17) 

1.1 Solusi Ord ke-1 

Untuk solusi orde ke-1 persamaan (9) dan 

(11) memberikan solusi 

𝑸 =
𝒍

𝟐(𝟑+𝒏)𝒃𝟐 (𝑹(𝒉) − 𝜿𝟐𝝓′𝜶𝝓,𝜶 ) −
𝒍𝜿𝟐

𝟑+𝒏
𝑽(𝜼)

(𝟏)

(18) 

𝚺𝝂
𝝁(𝟏)

=
𝒍

(𝟐+𝒏)𝒃𝟐 [𝑹𝝂
𝝁(𝒉) − 𝜿𝟐𝝓′𝝁𝝓,𝝂 ]

𝒕𝒓𝒂𝒄𝒆𝒍𝒆𝒔𝒔
+

𝑿𝝂
𝝁

𝒃𝟒+𝒏                                                                          

  (19) 

dimana 𝑹(𝒉) adalah skalar ricci pada 

brane dan 𝑿𝝂
𝝁
 adalah konstanta integrasi. Syarat 

junction untuk orde ke-1 dapat dituliskan 

[ 𝚺𝝂
𝝁(𝟏)

−
𝟑+𝒏

𝟒+𝒏
𝜹𝝂

𝝁
𝑸

(𝟏)
]

𝒚=𝟎
= −

𝜿𝟐

𝟐
𝜹𝝂

𝝁
𝝈̃ +

𝜿𝟐

𝟐
𝑻𝝂

𝝁
      

(20) 

Dengan mensubtitusikan persamaan (18) 

dan (19) ke persamaan (20) diperoleh persamaan 

medan Einstein brane efektif 

𝐺𝜈
𝜇

=
(2+𝑛)

2𝑙
𝜅2𝑇𝜈

𝜇
+ 𝜅2 (𝜂′𝜇𝜂,𝜈−

1

2
𝛿𝜈

𝜇
𝜂′𝛼𝜂,𝛼−

𝛿𝜈
𝜇

𝑉𝑒𝑓𝑓) −
2+𝑛

𝑙
𝑋𝜈

𝜇
                                           (21) 

dengan  

𝑉𝑒𝑓𝑓 =
(2+𝑛)

4+𝑛
𝑉(𝜂) −

(2+𝑛)

2𝑙
𝜎̃                           (22) 

Persamaan (21) di atas adalah persamaan 

medan Einstein pada brane. persamaan tersebut 

berbeda dengan persamaan medan Einstein 

standar dengan suku 𝑋𝜈
𝜇

 sebagai suku modifikasi. 

Suku modifikasi ini diharapkan berprilaku 

sebagai energi gelap yang akan dikaji di studi 

selanjutnya. 

 

KESIMPULAN 

 
Persamaan medan Einstein brane yang 

diperoleh dari metode ekspansi gradien ini adalah 

persamaan medan Einstein yang tertutup karena 

persamaan medan Einstein telah dituliskan dalam 

besaran-besaran pada brane. selain itu pesamaan 

medan yang diperoleh  memodifikasi persamaan 

medan Einstein dalam teori relativitas umum 

dengan suku tambahan 𝑋𝜈
𝜇

. Suku tambahan ini 

diharapkan mampu berprilaku sebagai energi 

energi gelap yang akan ditinjau dalam kajian 

berikutnya. 
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