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Abstrak: Di dalam tulisan ini disajikan analisa kestabilan, diselidiki eksistensi dan
kestabilan /Zimit c¢yele, dan ditentukan solusi pendekatan dengan menggunakan
metode multiple scale dari persamaan Van der Pol. Penelitian ini dilakukan dalam
tiga tahapan metode. Pertama, menganalisa perilaku dinamik persamaan Van der
Pol di sekitar ekuilibrium, meliputi transformasi persamaan ke sistem persamaan,
analisa kestabilan persamaan melalui linearisasi, dan analisa kemungkinan
terjadinya bifukasi pada persamaan. Kedua, membuktikan eksistensi dan kestabilan
limit eyele dari persamaan Van der Pol dengan menggunakan teorema Lienard.
Ketiga, menentukan solusi pendekatan dari persamaan Van der Pol dengan
menggunakan metode multiple scale. Hasil penelitian adalah, berdasarkan variasi
nilai parameter kekuatan redaman, daerah kestabilan dari persamaan Van der Pol
terbagi menjadi tiga. Untuk parameter kekuatan redaman bernilai positif
mengakibatkan ekuilibrium tidak stabil, dan sebaliknya, untuk parameter kekuatan
redaman bernilai negatif mengakibatkan ekuilibrium stabil asimtotik, serta tanpa
kekuatan redaman mengakibatkan ekuilibrium stabil. Pada kondisi tanpa kekuatan
redaman, persamaan Van der Pol memiliki solusi periodik dan mengalami bifurkasi
hopf. Selain itu, dengan menggunakan teorema Lienard dapat dibuktikan bahwa
golusi periodik dari persamaan Van der Pol berupa [limit eyvele yang stabil. Pada
akhirnya, dengan menggunakan metode mulitiple scale dan memberikan variasi nilai
amplitudo awal dapat ditunjukkan bahwa solusi persamaan Van der Pol konvergen
ke solusi periodik dengan periode dua.

Abstract’ In this paper, the stability analvsis is given, the existence and stability of
the limit cvele are investigated, and the approach solution is determined using the
multiple scale method of the Van der Pol equation. This research was conducted in
three stages of method. First, analyzing the dvnamic behavior of the equation around
the equilibrium, including the transformation of equations into a system of equations,
analysis of the stability of equations through linearization, and .na{r'sfs of the

ssibility of bifurcation of the equations. Second, the existence and stability of the
ﬁlm}t cvele of the equation are proved using the Lienard theorem. Third the approach
solution of the Van a’en:‘of equation is determined using the multiple scale method.
Our results, based @l variations in the values of the damping strength parameters,
the stability region of the Van der Pol equation is divided into three types. For the
positive value, it is resulting In unstable equilibrium, and contrary, for the negative
value, it Is resulting in asymptotic stable equilibrium, and without the damping force,
it is resulting in stable equilibrium. In conditions without damping force, !bn"zm lor
Fol equation has a periodic solution ann‘xas hopfbifurcation. In addition, by using the
Lienard theorem, it is proven that the periodic solution is a stable limit eyvele. Finally,
by using .tfnm ultiple scale method with varving the initial amplitude values, it is
shown that the solution of the Van der Pol equation is converge to a periodic solution
with a period of two.
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https://doi.org/10.31 764/itam . v3i2. 1084 This is an open access arficle under the CC-BY-5A license

A. LATARBELAKANG

ekonomi yang berhubungan dengan masalah osilator

Banyak permasalahan pada bidang ilmu fisika, berbentuk persamaan diferensial nonlinear. Salah
biologi, kimia, elektronik, neurologi, sosiologi dan satu contoh yang berbentuk persamaan diferensial
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biasa nonlinier adalah persamaan Van der Pol
Menurut Mazarei, Behroozpoor dan Kamyad (2014),
linearisasi pada sistem persamaan nonlinier adalah
cara efektif dalam menentukan solusi pendekatan
dan analisa system (Mazarei, Behroozpoor, &
Kamyad, 2014).

Osilator Van der Pol pertama kali diusulkan pada
tahun 1920 oleh Balthasar Van der Pol, seorang
insinyur Kkelistrikan dan sekaligus fisikawan yang
berasal dari Belanda. Van der Pol menemukan osilasi
stabil, yang kemudian disebut sebagai relaksasi-
osilasi dan sekarang dikenal sebagai suatu tipe limit
cycle dalam rangkaian listrik yang menggunakan
tabung vakum. Ketika sirkuit ini didekatkan ke limit
cycle, maka akan terperangkap, yaitu sinyal
penggerak akan menarik arus bersama dengannya
(Hellevik & Gudmestad, 2017).

Persamaan Van der Pol memiliki sejarah yang
panjang dalam perkembangan teori maupun
aplikasinya. Dalam bidang biologi, persamaan Van
der Pol diperluas dan diaplikasikan ke bidang planar
sebagai model untuk potensial aksi dari neuron.
Dalam bidang seismologi, persamaan ini digunakan
untuk memodelkan interaksi dua lempeng dalam
patahan geologis. Kemudian pada bidang neurologi,
persamaan Van der Pol digunakan dalam
mempelajari sistem kontrol penggerak jaringan saraf
di sumsum tulang belakang. Sedangkan Van der Pol
sendiri membangun sejumlah model sirkuit
elektronik jantung manusia untuk mempelajari
berbagai kestabilan dinamika jantung (Aybar,
Kusbeyzi Aybar, & Hacinliyan, 2013), (Vaidyanathan,
2015).

Persamaan Van der Pol merupakan persamaan
diferensial yang mengandung suku-suku gangguan
(vang biasa disebut perturbasi) dan sulit
diselesaikan secara analitik untuk memperoleh
solusi eksak. Oleh karena itu, dibutuhkan metode
khusus untuk memperoleh solusi pendekatan. Salah
satu metode yang dapat digunakan untuk
memperoleh solusi pendekatan dan mengatasi
masalah perturbasi adalah metode multiple scale

(Jacobsen, 2013), (Kuehn, 2015). Metode ini
digolongkan sebagai salah satu metode pertubasi
yang digunakan untuk menentukan solusi

aproksimasi (Low, Ramlan, Muhammad, & Ghani,
2016). Dalam metode multiple scale digunakan
beberapa skala waktu yang dinyatakan dalam orde
parameter (Bajaj & Prakash, 2013).

Penelitian terkait solusi pendekatan persamaan
Van der Pol banyak dikembangkan diantaranya yang
penulis lakukan adalah membandingkan solusi
persamaan Van der Pol Menggunakan metode
multiple scale dan metode Kryloff Dan Bogoliuboff.
Peneliti lain seperti Cordshooli and Vahidi (2011)
menyajikan cara menentukan solusi Van der Pol
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menggunakan metode dekomposisi Adomian
(Cordshooli & Vahidi, 2011). Sedangkan Hosseini,
Babolian dan Abbasbandy (2016) mengembangkan
solusi metode dekomposisi Adomian untuk
Persamaan Van der Pol (Hosseini, Babolian, &
Abbasbandy, 2016). Selanjutnya, Bajaj and Prakash
(2013) menentukan solusi menggunakan perturbasi
dan memberikan analisa dinamik dan Karim (2019)
membahas solusi yang memuat ketidakpastian
(Bajaj & Prakash, 2013), (Karim, 2019).

Berdasarkan uraian di atas, tujuan penelitian ini
adalah mengkaji dan menganalisa perilaku dinamik
dari persamaan Van der Pol, membuktikan
eksistensi dan kestabilan limit cycle dari persamaan
Van der Pol, dan menentukan solusi pendekatan
menggunakan metode multiple scale yang akan
mendukung penentuan limit cycle.

B. METODE PENELITIAN

Metode Penelitian yang digunakan dalam
penelitian dilakukan dalam beberapa tahap yaitu
melakukan pengkajian, tinjauan literatur dan
menentukan solusi pendekatan. Langkah pertama,
menganalisa perilaku dinamik di sekitar ekuilibrium
persamaan Van der Pol meliputi: transformasi
persamaan ke sistem persamaan diferensial biasa
orde satu (Yulida & Karim, 2019), menganalisa
kestabilan lokal melalui linearisasi (Brauer &
Castillo-Chavez, 2010), (Cheng & et al, 2010), (Taylor
& Bhathawala, 2012), (Rigatos, Siano, Wira,
Abbaszadeh, & Zouari, 2018) menganalisa
kemungkinan terjadinya bifukasi. Langkah kedua
membuktikan eksistensi dan kestabilan limit cycle.
Terakhir, langkah ketiga, menentukan solusi
pendekatan persamaan Van der Pol menggunakan
metode multiple scale.

C. HASIL DAN PEMBAHASAN
1. Analisa Kestabilan

Persamaan Van der Pol merupakan
persamaan diferensial orde dua yang
berbentuk:

d?x 24 dx _
F—a(l—x);+x—0 (1)
dengan x adalah koordinat posisi yang

merupakan fungsi dari waktut, dan y adalah
parameter skalar yang menunjukkan nonlinier
dan kekuatan redaman.

Persamaan (1) ditransformasi menjadi
Sistem persamaan diferensial sebagai berikut:

dx
_1=x2

de
d (2)
f =p(1 -2 —x

Sistem (2) memiliki titik ekuilibrium
X = (%, %) = (0,0).
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Selanjutnya, dilakukan lineriasi Persamaan
(2) menggunakan deret Taylor di sekitar titik
ekuilibrium, sehingga diperoleh matriks Jacobi
sebagai berikut

0 1
I= (—1 u) S
Nilai eigen dari Persamaan (3) adalah
Jy g = LELHE4 (4)

2
Dari Persamaan (4), Jika—2 < u < 2maka akar-
akar karakteristik (4) bernilai imajiner.
Selanjunya, diberikan gambar 1 yaitu grafik
persamaan (4), nilai eigen riil terhadap nilai
parameter p. berikut

[—— Milai vigen2 — - = Hilai vigen 1|

Gambar 1. Nilai eigen bernilai riil terhadap
parameter u

Berdasarkan Persamaan (4) dan Gambar 1,

daerah kestabilan terbagi tiga yaitu

1. Selang —oo < p< 0 adalah daerah yang
stabil (contoh potret fase pada gambar 2)

2. Selang 0 < p < o0 adalah daerah yang tidak
stabil. (contoh potret fase pada gambar 3)

3. Parameter p =0 adalah parameter yang
menyebabkan terjadi bifurkasi hopf, titik
ekuilibriumnya bertipe center dan jenisnya
stabil. (contoh potret fase pada gambar 4)

Berikut diberikan potret fase untuk ketiga

selang yang diberikan sesuai Gambar 2 berikut.

Gambar 2. Potret Fase dengan parameter y = —2
(stabil asimtotik)

Gambar 3. Potret Fase dengan parameter g = 0,5
(spiral, tidak stabil)

Gambar 4. Potret Fase dengan parameter u = 0
(center, stabil)
Berdasarkan pernyataan 3 dan Gambar 4,
Sistem (2) memiliki solusi periodik pada saat

=0 . Berikut diberikan eksistensi dan
kestabilan limit cycle.

2. Eksistensi dan Kestabilan Limit Cycle

Pada Subbab C.1 telah diselidiki perilaku
dinamik berupa kestabilan titik ekuilibrium
berdasarkan nilai parameter, solusi periodik dan

bifurkasi. Berdasarkan hal tersebut akan
diselidiki apakah solusi periodik tersebut
merupakan limit cycle atau bukan. Untuk

menyelidiki eksistensi dan sekaligus kestabilan
limit cycle pada Persamaan Van der Pol
Persamaan (1) dapat ditransformasi ke sistem
Lienard, dengan f(x) = —u(1 — x?) dan g(x) = x
sehingga Persamaan (2) menjadi
2
)R =—g() (5)

Misalkan pada Persamaan (5), i—“:z —g(x),

maka diperoleh

d*x dy dx

e~ a W
Jika kedua ruas diintegralkan satu kali terhadap ¢t
maka diperoleh

&=y f@adx (6)




Selanjutnya dimisalkan F(x) = [ f(x) dx, maka
Persamaan (6) menjadi % =y — F(x).]adi,dapat
disimpulkan bahwa berdasarkan Persamaan (5),
maka Persamaan (2) ekuivalen dengan sistem

Lienard berikut
ax _ (i3
ac YT H (3 % x)

dy _ [7}
E ==X

dengan F(x) = u Gx?’ - x) dan g(x) = x.
Eksistensi dan kestabilan [limit cycle

Persamaan Van der Pol (1) dapat diselidiki

melalui Persamaan (7). Berikut diberikan

pembuktian tersebut.

1. Akan dibuktikan bahwa fungsi F, g € C*(IR).

Fungsi F(x) = u@x*" — x) dan % =
f(x) = —u(1 — x?) jelas kontinu pada R.
Fungsi g(x) = x dan % = 1jelas kontinu
pada R.

2. Akan dibuktikan bahwa F(x) = u (§x3 —x)

dan g(x) = x masing-masing merupakan
fungsi ganjil. Fungsi ini berlaku bahwa

1
F(—x)=—u (§x3 - x) =—F(x)
dan
g(-x) = —x=—g(x)
adalah fungsi ganjil.

3. Akan dibuktikan bahwa xg(x) > 0 untuk
x+0, F0)=0, F'(0) <0.xg(x)=x2>0
untuk x#0 , F(0)=p(302-0)=0,
F'(0) = —u(1—0?) = —u < 0Odengan p > 0.

4. Akan dibuktikan bahwa F mempunyai

pembuat nol positif. Pembuat nol dari F
adalah F(x) = 0, yaitu
px(x —V3)(x +v3) =0,
sehingga diperoleh pembuatnol x = 0 atau
x = /3 atau x = —/3. Jadi, F mempunyai
pembuat nol positif yaitu x = /3.
5. Akan dibuktikan bahwa F monoton naik
menuju tak hingga untuk x = /3, x — oo,
Turunan fungsi Fadalah F'(x) = f(x) =
—u(1 — x?). Berdasarkan 4 di atas ada empat
selang yang dapat dibentuk yaitu(—co, —/3]
[—V3,0],[0,V3], [V3, ). Jika dilakukan
pengujian pada selang tersebut (dengan
asumsi i > 0) maka diperoleh
a. F'(x) >0 pada x € [V3,»), fungsi F
monoton naik.

b. F'(x)<0 pada € (=0, —V3]u
[-v3,0]u [0,v3], fungsi F monoton
turun.
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Jadi terbukti bahwa F monoton naik menuju

tak hingga untuk x = V3, x - oo,

Dari pembuktian 1-5, berdasarkan Teorema
Lienard dapat disimpulkan bahwa Persamaan
Van der Pol (1) mempunyai tepat satu limit cycle.
Selanjutnya, jenis kestabilan dari [limit cycle
tersebut adalah stabil.

3. Solusi Pendekatan Persamaan Van Der Pol
Menggunakan Metode Multiple Scale
Pada metode multiple scale ini diasumsikan
bahwa solusi Persamaan (1) berbentuk deret:

x = xg(ty,t2) + pxy (tq, t5) + -+ (8)

untuk t;, ¢, didefinisikan dengan t; =t, t, = ut,
sehingga operator diferensial yang digunakan
adalah

a_ 2,8
dat oty +‘uat2 9
Berdasarkan Persamaan (8) dan (9) dapat
diperoleh:
dx _

a 3
i (a_z1+‘”£)xaa“
dix [ 9% 82 2 82
dez (atlz +2p at,dt, g a:zz)x
Selanjutnya Persamaan (8) dan (10)
disubstitusi ke Persamaan (1) diperoleh:

(10)

d%x
dt?

a2 a2 , 8%
( 207 W W) ¥ 1)
(o (1, t2) + pxy (Ey, £5) + +++) (11)
= u(1 _a (Xo(flé; t2) + pxy (g, 2) +
O Y4 —
(G + )
(eo(ty, £2) + pxy (£, 85) + )

+x =,u(1—x2)%

Persamaan (11), diuraikan menjadi

22 a2 a2
— 22—t —
(6t12 £ dt,dt, € 3.‘:22)
(xo(ty, t) + pxy (8, £5) + )
_#(1 — (gt t2) + pxy (£g, £5) + -+ )(xo(ty, t2)
+ ux1(Ey, t2) + )

AP P AL WP
(cm +u a:z) Xollu ) + it (dt1 i a:z) a2

—_—

r]=0
atau

%lzxu +x +,u(£:7x1 +x1+
32
aty e,
Dari Persamaan (12), dikumpulkan suku-
suku yang sejenis dalam pangkat y, diperoleh:
Orzder ou®):

a
WXO+XO =0 [13]

(12)

a 2 @ )_
Xo ar, Xo + Xo a, Xg )= 0
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@x (22 02 2 0%
dez (a:ﬁ t 2“aclacz ta ar,’? %
Order O(u):
a_z % = (1 — x2 9 —
a2 tx = (1-x5) 5-%0 (14)
az
2 3,00, 10
Persamaan (14) adalah persamaan

diferensial order dua homogen, dengan solusi
umum persamaan adalah

xU (tl) = ao(tz)sin(tl) + (15)
bo(t2)cos(ty)
dengan ag(t;) dan by(t;) adalah fungsi-fungsi
sebarang dalam £, . Persamaan (15) dapat ditulis
menjadi
xo(t) = a(ty) cos(ty +6(t3)) (16)
Dengan menggunakan sifat Euler, Persamaan
(16) dapat dinyatakan
Xo(ty) = %ae"ae”l + %ctf:'"‘ge'"tl (17)
Misalkan pada Persamaan (17)
R(t;) = ;ae'®,R(t;) = zae™®  (18)

Berdasarkan Persamaan (18) maka Persamaan
(17) menjadi
Xo(t1) = R(tx)e's + R(tp)e~*  (19)
Dari Persamaan (19) diperoleh
2 x, = Rieltr — Rie~its
aty
a2 = R'ieit1 — R'ie~ita (20)
mxo = e = le
Pers (20) disubtitusi ke Persamaan (14),
diperoleh
2

2
%lle +x,=(1- xg)aitlxg — 23:—an0
= [Rie'*s — Rie~"1] + R%e'?*1[Rie‘*s —
Rie~it1]
+2RR[Rielts — Rie~it1]
+R%e~21]Rieltr — Rie~it1]
—2R'iel'1 — 2R'ie~ita
= (Ri + R?Ri — 2R')eitx
+(R3i)e'3
—(Ri + RR?i + 2R"i)e"!x
_(ﬁsi)e—fatl
dengan mengganti kompleks konjugat dengan (C,
maka diperoleh
%xl + %, = (Ri + R?Ri — 2R'{)e'ts
+(R3)eBt + cc
Dengan memilih suku yang memuat ef1 dan
membuatnya bernilai nol, maka diperoleh:
(Ri + R?Ri—2R'i)e''s = 0.
Karena e‘1 # 0 maka

(Ri +R?Ri—2R') =0 (21)
Dengan menggunakan Persamaan (18) dan
mengingat t, = et; , maka Persamaan (21)
menjadi
(1 . 1 v L3 e _
Eaz—a1+a9 +3a I)e =0 (22)
Karena ¢’ ! (0, maka diperoleh
(Ga-a'ia®)i+as =0 (23)
Persamaan (23) akan bernilai nol, jika memenuhi
sistem

20 "8 (24)
af’' =
Dari persamaan (24) yang bagian kedua,
diperoleh solusi 8 = 8, maka solusi (16) menjadi

xo(t1) = a(tz) cos(ty + 6,) (25)
+0(u)

Dari persamaan (24) bagian pertama
merupakan persamaan Bernoulli, dengan nilai
awal a(0) = a, > 0 diperoleh solusi pendekatan
(25) menjadi

2ag

o) = T ane s (26)
cos(t; + 6y) + 0(n)
Jadi, solusi perturbasi Persamaan Van der
Pol (1) didekati menggunakan suku pertama
diperoleh

- 2ag
xo(ty) = Taioa2)ent 27)

cos(t; + 8,)
2ay

Selanjutnya, berdasarkan persamaan (27)
dapat dianalisa bahwa Jika ay = 2 maka a(t) = 2
sehingga menghasilkan solusi periodik yaitu
x(t) =2.]Jika0 <ap <Z2atauag > 2untuk t - oo
maka diperoleh lim,,,a(t)=2 . Berikut
diberikan grafik solusi x () menggunakan metode
multiple scale dengan variasi nilai amplitudo awal
ag.

"H\ | f
A | \

[ ag=1 - ag=3 —— - ag=1]

dengan a(t) =

o
.

Gambar 5. Solusi Persamaan Van der Pol
menggunakan metode multiple scale dengan variasi
nilai ag




Berdasarkan  analisa  solusi  pendekatan
menggunakan metode multiple scale dan grafik
(Gambar 5) dapat disimpulkan bahwa dengan
memberikan nilai amplitudo awal yang berbeda
diperoleh solusi persamaan Van der Pol yang
konvergen ke solusi periodik dengan periode 2.

D. SIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan hasil analisa kestabilan melalui
linearisasi di sekitar titik ekuilibrium pada
persamaan Van der Pol (yang telah ditransformasi
menjadi sistem persamaan), diperoleh tiga daerah
ketabilan berdasarkan nilai parameter kekuatan
redaman yaitu —co < u < 0 adalah daerah yang
menyebabkan titik ekuilibrium stabil asimtotik,
0 < pu <o adalah daerah menyebabkan titik
ekuilibrium tidak stabil. Selanjutnya, untuky =0
menyebabkan terjadi bifurkasi hopf dan titik
ekuilibrium bertipe center dan stabil. Akibatnya
persamaan memiliki solusi periodik. Selanjutnya,
solusi periodik dibuktikan merupakan limit cycle
yang stabil dengan cara metransformasi persamaan
Van der Pol menjadi sistem Lienard dan
menggunakan  Teorema  Lienard.  Terakhir,
berdasarkan solusi yang diperoleh melalui metode
multiple scale diperoleh kesimpulan bahwa dengan
memberikan nilai amplitudo awal yang berbeda
maka solusi persamaan Van der Pol konvergen ke
solusi periodik dengan periode dua. Penelitian
selanjutnya dapat mengkaji model Van der Pol
dengan external forced oscillation dan dapat
menggunakan metode perturbasi.
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